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Introduccion

La Escuela Militar de Cadetes General José Maria Cérdova tiene como misién la forma-
cion integral de los futuros oficiales del Ejército. Para ampliar sus competencias profesionales,
se le otorga al estudiante la posibilidad de estudiar una carrera complementaria al programa
principal en Ciencias Militares. Uno de estos programas complementarios es de Ingenieria
Civil que funciona bajo la resolucién de registro calificado No. 5515 de marzo del 2017 otor-

gada por el Ministerio de Educacién Nacional.

La Facultad de Ingenieria Civil, consciente de la heterogeneidad en el nivel académico
con el que los estudiantes ingresan al programa, evidenciada en los resultados de las prue-
bas Saber 11, ha propuesto la realizacién de un curso de nivelaciéon en matematicas basicas
que le permita a los estudiantes reforzar sus conocimientos en esta materia y asi mejorar su

desempeno en las asignaturas de ciencias bésicas e ingnieia que cursaran mas adelante.

Para el desarrollo del curso de nivelacién propuesto, este libro de formacion, con con-
ceptos y ejercicios, se ha elaborado para fortalecer en el estudiante las operaciones béasicas
con numeros enteros y racionales, la potenciacion, la radicacion, la geometria y la trigono-
metria. Esto permitira al estudiante del programa de Ingenieria Civil no solo alcanzar las
competencias requeridas para aprobar sus asignaturas sino también desarrollar capacidades
de abstraccion espacial y representacion grafica para aplicarlas eficientemente en proyectos

de ingenieria civil.

Este libro de formacién es producto de un trabajo conjunto e interdisciplinar de los

docentes del area de Ciencias Béasicas y administrativos del programa de Ingenieria Civil;



quienes han identificado las principales debilidades de los estudiantes al ingreso del programa.
El plan de trabajo para este curso de nivelacion estd programado para un mes, durante cuatro
sabados, en sesiones de cuatro horas cada una; en las cuales se trabajard un médulo por dia,
estudiando el contenido tedrico y realizando los ejercicios propuestos. Este curso de nivelacion

se implimentara de manera obligatoria en los estudiantes de primer nivel.

Objetivos

Objetivo general

Disenar un documento para los estudiantes de primer nivel del programa de Ingenieria

Civil que sirva como guia para el curso de nivelaciéon en matematicas béasicas.

Objetivos especificos

Nivelar a los estudiantes del programa de Ingenieria Civil de la ESMIC en operaciones

bésicas entre enteros y racionales.

= Aplicar las propiedades de la potenciacién y radicacion que le permitan al estudiante

desarrollar el pensamiento matematico.

= Resolver operaciones basicas de geometria (calculos de perimetro, drea y volumen) en

contextos de ingenieria.

= Fortalecer los conceptos béasicos de trigonometria indispensables para la Ingenieria

Civil.



Modulo 1

Operaciones basicas entre niimeros

reales

1.1. Numeros enteros

Es el conjunto de nimeros reales del que hacen parte los ntimeros naturales, positivos,

negativos y el cero.

1.1.1. Adicion y sustraccion

Para la adicién y sustraccién de nimeros enteros se cumple que: (1) signos iguales se
suman y se deja el mismo signo; y (2) signos diferentes se comparan sin signo, al nimero

mayor se le resta el menor y se deja el signo del nimero mayor.

Ejemplo

Determine el resultado de la operacion 2 + 5.
Solucion:

Como los signos son iguales, el resultado de la operacion es la suma de 2 y 5.

245=7




Ejemplo

Determine el resultado de la operacion —4 — 7.
Solucion:
Como los signos son iguales, el resultado de la operacion es la suma de 4 y 7 con signo

negativo.

—4—7=-11

Ejemplo

Determine el resultado de la operacion —10 + 2.

Solucion:
Como los signos son diferentes, el resultado de la operaciéon es la resta de 10 y 2 con

signo del nimero mayor, i.e., negativo.

~10+2= -8

1.1.2. Producto

Para el producto de ntiimeros enteros se aplica la “Ley de signos” en la que: (1) el pro-
ducto de signos iguales siempre es positivo; y (2) el producto de signos diferentes siempre es

negativo.

Ejemplo

Determine el resultado de la operacién (—3) x (—8).
Solucion:
Como los signos son iguales, el resultado de la operacién es el producto entre 3 y 8

con signo postivo.

(—3) x (—8) = 24




Ejemplo

Determine el resultado de la operacién (9) - (=7).
Solucion:
Como los signos son diferentes, el resultado de la operacién es el producto entre 9y 7

con signo negativo.

(9)- (~7) = —63

1.1.3. Cociente

Para el cociente de niimeros enteros se aplica la “Ley de signos” en la que: (1) el cociente

de signos iguales siempre es positivo; y (2) el cociente de signos diferentes siempre es negativo.

Ejemplo

Determine el resultado de la operacién (—45) + (=5).
Solucion:
Como los signos son iguales, el resultado de la operacion es el cociente entre 45 y 5

con signo postivo.

(—45) = (=5) = 9

Ejemplo

Determine el resultado de la operacién (—30) =+ 3.

Solucion:

Como los signos son diferentes, el resultado de la operacion es el cociente entre 30 y 3

con signo negativo.

(—30) = (3) = —10




Ejercicios
Realice las siguientes operaciones entre enteros aplicando apropiadamente las propie-

dades presentadas previamente.

1. 5+1 11. (—87) x (—61)
2.6-5 12. (—9360) = (6)
3. —6+5 13. (=7578) + (—9)

14. (—2100) + (—25)
5. —(5+2)—(2—9) 15. —{[(=20) = (=5)] + [(=35) + (D]}

16. — [(=15) x (=5)]+{—[(—49) = (7)]+
6. —5+2—(2—9)

[(—48) + (—48)]}
7 —[=(=2=-5)+(-5+7) 17. [(=5 — 6) + 4] x [~ (8 — 4)]
8. —[(=3-7)+(9+1)] 18. (=8 43) x (5—9)
9. (—145) x (—27) 19. 4% 3 x 10
10. (=3) x (=7) 20. [ (94 6)] x (2 —5)

1.2. Ntumeros racionales
Es el conjunto de niimeros reales que tienen la forma % con b # 0. Los nimeros a y b son

denominados como numerador y denominador, respectivamente.

1.2.1. Adicion y sustraccion

. . , . a c p
La adicién y sustraccién de dos ntimeros racionales, i y 7 esta dada por

ad — be

ad + be

.
4 bd 7

a_°
b d bd

S



< .y Ny ; . . . a
La adicién y sustraccion de dos numeros racionales con igual denominador,

reduce a través de las anteriores expresiones a

a+b a

b

-y -, se
c c

Ejemplo

6 8
Determine el resultado de la operacién 3 + 3

Solucion:

Considerando que el 3 es el denominador para ambas fracciones, el resultado es

6 8 6+8 14

3+3 3 3

Ejemplo

5 1
Determine el resultado de la operacién 17

Solucion:

Considerando que el denominador de las fracciones es diferente, el resultado es

1 (5)-2)—-(1)-4) 10-4 6 3
2 (4) - (2) T8 8 4

1.2.2. Producto

c
—, esta dado por

d

a
El producto de dos niimeros racionales, 7 y

bd

a5 <
b d



Ejemplo

3

Determine el resultado de la operacion 3 X

ol o

Solucion:

Aplicando la definicién del producto de dos racionales, el resultado es

3 6 3-6 18 9

_X_—_—_

578 5.8 40 20

1.2.3. Cociente

. , . a c p . .
El cociente de dos niimeros racionales, 7 y 7 estd dado por la siguiente expresion que

es tambien conocida como “producto de medios y extremos”:

Ejemplo

2
Determine el resultado de la operacién = =

[SSERN

Solucion:

Aplicando la definicién del cociente de dos racionales, el resultado es

7T 23 6

2 . —_— —_—
5

"3 5.7 35




Ejercicios

Realice las siguientes operaciones entre enteros aplicando apropiadamente las propie-
dades presentadas previamente.
1.% g 6.%—2 11. (_74)><é
2.%%—% 7.%—% 12.Z+§
3 —%—F%%—Z—I—; 8.§+% 13.%+§+%
4 §+g+£+g 9. (109) x (_21) 14 (_31> (_41) x (_51>
5.(_—53)+i 10. (_65)><% 15 g+_71)




Modulo 2

Potenciacién y radicacion

2.1. Potenciacion

2.1.1. Definicién

Operacién que consiste en multiplicar un nimero, llamado base, por si mismo las veces
que indique un nimero denominado exponente. Lo anterior definicion utiliza la siguiente
notacion

n

a*=ay-ay-as-...-a,=2>b

Donde a es la base, n el exponente que pértenece a los nimeros reales, y b la potencia o

resultado de la potenciacion.

Ejemplo

Determine el resultado de la potencia 3%
Solucion:
La base es 3 y el exponente es 2, por tanto se debe multiplicar 2 veces el niimero 3 por

sl mismo.

32=3-3=9

10



Ejemplo

Determine el resultado de la potencia (—4)°,
Solucion:
La base es —4 y el exponente es 5, por tanto se debe multiplicar 5 veces el nimero —4

por si mismo.

2.1.2. Propiedades
2.1.2.1. Producto

Caso 1: Para bases iguales con exponentes diferentes se cumple que

Ejemplo

Determine el resultado del producto de potencias 535%5.
Solucion:

Se tiene la base 5, con los exponentes 1, 2 y 3, por tanto se aplica la suma de exponentes.

53.5%.5 =521 =56 =5.5.5.5.5.5=15625

Ejemplo

Determine el resultado del producto de potencias 4% - 43 - 4 - 32 . 33

Solucion:
Se tienen dos bases diferentes, 3 y 4, por tanto para cada base se aplica la suma de
exponentes y el resultado del producto de potencias corresponde a la multiplicacién

de los resultados de las potencias de cada base.

42 .43 .4.32. 33 = 3¥3 . 41028 = 35 . 46 = 243 - 4096 = 995328




Caso 2: Para bases diferentes con exponentes iguales se cumple que

a"b" = (a-b)"

Ejemplo

Determine el resultado del producto de potencias 324252,

Solucion:

Se tienen tres bases diferentes, 3, 4 y 5, con el exponente comtun 2, por tanto se
multiplican las bases y posteriormente se realiza la potencia para obtener el resultado

del producto de potencias.

32.42.52 = (3-4-5)° = 60% = 3600

Ejemplo

Determine el resultado del producto de potencias 43522272

Solucion:

Se tienen cuatro bases diferentes, 2, 4, 5 y 7, con los exponentes comunes 2 y 3,
por tanto se multiplican las bases con exponentes comunes, se realiza la potencia con
cada exponente y para obtener el resultado del producto de potencias se realiza la

multiplicacion de los resultados anteriores.

43.5%.22.72 = (4-5)%. (2. 7) = 20° - 142 = 8000 - 196 = 1568000

2.1.2.2. Cociente

Caso 1: Para bases iguales con exponentes diferentes se cumple que

—=a"""" con a#0



Ejemplo

43
Determine el resultado del cociente de potencias PR

Solucion:
Se tiene la base 4, con los exponentes 2 y 3, por tanto se aplica la resta de exponentes.

43

p=8=4=4

Ejemplo

47
Determine el resultado del cociente de potencias YEVER

Solucion:
Se tiene la base 4, con los exponentes 2, 3 y 7, por tanto se aplica la resta de exponentes.

47

@ — 477273 — 42 =16

Caso 2: Para bases diferentes con exponentes iguales se cumple que

b—n:<%>n con b#0

Ejemplo

2
Determine el resultado del cociente de potencias 3

Solucion:
Se tienen dos bases diferentes, 3 y 6, con el exponente comun 2, por tanto se dividen

las bases y posteriormente se realiza la potencia para obtener el resultado del cociente

62 6)°
ﬁz(g) =922 -4

de potencias.




Ejemplo

Determine el resultado del cociente de potencias g

Solucion:

Se tienen cuatro bases diferentes, 2, 3, 5 y 6, con los exponentes comunes 2 y 3, por
tanto se dividen las bases de exponentes iguales, se realiza la potencia para obtener el
resultado del cociente de potencias, y el resultado final corresponde a la multiplicacion

de las operaciones previas.
826> (8\? [6\°
— == (=] =22-33=4.271=1
g ( 4) ( 2) 3 = 4.27 = 108

2.1.2.3. Potencia de potencia

Para la potencia de una potencia se cumple que

Ejemplo

Determine el resultado de la potencia (43)°.
Solucion:

Se tiene la base 4, con los exponentes 2 y 3, por tanto se aplica la multiplicacién de

exponentes.

(43)? = 432 — 45 — 4096

2.1.2.4. Exponente 1

Toda base con exponente 1 da como resultado la base, es decir

14



2.1.2.5. Exponente 0

Toda base con exponente 0 da como resultado 1, es decir
a’ =1

2.1.2.6. Distributividad del producto

Para el producto de bases diferentes, con exponentes diferentes, elevados a una misma

potencia se cumple que

(anbm)k _ ankbmk

Ejemplo

Determine el resultado de la potencia (235274)°.
Solucion:
Se tiene el producto de tres bases difrentes, 2, 5 y 7, con los exponentes 2, 3y 4, y

todo elevado a una potencia de 2, por tanto se aplica la multiplicacion de exponentes

para cada potencia.

(235274)2 =232.522. 742 = 96 . 51. 78 = 64. 625 - 5764801

2.1.2.7. Distributividad del cociente

Para el cociente de bases diferentes, con exponentes diferentes, elevados a una misma

potencia se cumple que

n\ k nk
(Z—m> = Zm—k =a™p™™* con b #0

15



Ejemplo

23 °
Determine el resultado de la potencia <?) .
Solucion:
Se tiene e cociente de dos bases difrentes, 2 y 5, con los exponentes 2 y 3, y todo

elevado a una potencia de 2, por tanto se aplica la multiplicacién de exponentes para

23\* 282 26 64
<§) T2 5 625

2.1.2.8. Potencia negativa como fraccionario

cada potencia.

Una potencia negativa es equivalente a

—n

an
Ejemplo

Determine el resultado de la potencia 875.
Solucion:
Se tiene la base 8 y el exponente —5, por tanto se expresa la potencia como fraccion.

1

1
8 32768

Ejemplo

Determine el resultado de la potencia 2733°.

8% =

Solucion:
Se tiene las bases 2 y 3, y los exponentes —3 y 9, por tanto se expresa la potencia

como fraccién.

yosg0 _ 37 _ 19683
23 8




Simplifique las siguientes expresiones aplicando apropiadamente las propiedades pre-

sentadas previamente.

—5
1. a®>b3cta?b? a*b*cca’bic )

a?b3a’btadct

a2b3a2b®\ B 3
2. (—a4b3a26) . (a2b3a4b2a365)_8 10. (Mjpws)
’ a2b2a3bta3c? mn-—-p
aSb2c3d4ab3cd -3 5 3 913 x’1y3z5 -1 a2 5
Ry ey (22
m—5n—3 Y
213 2 7 —3.5\ 4 =342 ?
a’*b’c mon 12. |zy? L Ly
4. 2823 ab? 8. n—6m2 z

2.2. Radicacion

2.2.1. Definicién

Operacién inversa a la potenciacion en la que si se tienen dos niimeros, indice y radicando,
se busca encontar un ntimero llamado raiz. La raiz cumple que si se eleva (potencia) al indice

se obtiene el radicando. La anterior definicion utiliza la siguiente notacion:

Vam =b

Donde a es el radicando, n el indice que pértenece a los niimeros reales, y b la raiz o resultado

de la radicacion.

17



Ejemplo
Determine el resultado de la raiz v/25.

Solucion:

El radicando es 25 y el indice es 2, por tanto el nimero 5 satisface que 5% = 25.

Como 5% = 25, entonces v/25 =5

2.2.2. Propiedades
2.2.2.1. Distributividad del producto

La raiz de un producto cumple que
Vab = /aV/b

Determine el resultado de la raiz v/25 - 4.
Solucion:

El radicando es el producto de 4 y 25, y el indice es 2, por tanto la raiz de toda la

operaciéon corresponde a la multiplicacion de las raices de 4 y 25.

V25 4=+/25-v/4=5-2=10

2.2.2.2. Distributividad del cociente

La raiz de un producto cumple que

S

> e
S
o

18



Ejemplo

<127
Determine el resultado de la raiz ¢ 3

Solucion:
El radicando es el cociente de 27 y 8, y el indice es 3, por tanto la raiz de toda la

operaciéon corresponde a la division de las raices de 27 y 8.
[V s
8 N

2.2.2.3. Radicacion como potencia fraccionaria

La operacién de radicacién se puede escribir como una potencia cumpliéndose que

Ejemplo
Determine el resultado de la raiz ¢/54.
Solucion:

El radicando es 5, el exponente del radicando es 2, el indice es 4, por tanto la operacién

puede desarrollarse como

U5t =5(3) = 52 = 25

2.2.2.4. Raiz de una raiz

Para la raiz de una raiz se cumple que

\/ ¥a= "%a

19



Ejemplo

Solucion:

como

Determine el resultado de la raiz v/ /4096.

Vv V4096 = *V/4096 = /4096 = 4

El radicando es 4096, los indices son 2 y 3, por tanto la operacién puede desarrollarse

sentadas previamente.
1. Va3bh?
2. va3b2a?

] a?bPatb?

3. T
4 -la®b?ab3at
i a?b3ad3b2a

=

3 a3b2ab3
o/ a*a?b?b?
a3btcda?

/ /abb5b5h2

8
. vV adbl6ada3hs

Ejercicios

Simplifique las siguientes expresiones aplicando apropiadamente las propiedades pre-

. 64a5m7a®
"V 81a®m3m?
1, YOV
e
a*b3?aaba
11. \/ a6 o3

20




Modulo 3

Geometria basica

3.1. Perimetro

El perimetro se define como una medida que cuantifica la longitud alrededor de una
region de espacio bidimensional. El perimetro, de acuerdo con su definicién, posee unidades de
longitud [L]. A continuacién, para las figuras geométricas bésicas se presentan las expresiones

que permiten estimar su perimetro P.

Circulo Triangulo Rectangulo

P=2r-r P=a+b+c P=2(a+0b)

N

Q
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Ejemplo

Determine el perimetro de la siguiente figura.

V2 m

1m

Solucion:
Considerando la definicién de perimetro, el perimetro de la figura es la suma de sus

cuatro lados, por lo que

P=14+14+24+vV2=4++/2=541m

3.2. Area

El 4rea se define como una medida que cuantifica la extension bidimensional de una region
de espacio. El area, de acuerdo con su definicién, posee unidades de longitud al cuadrado
[L?]. A continuacién, para las figuras geométricas basicas se presentan las expresiones que

permiten estimar su area A.

Circulo Triangulo Rectangulo
b-
A—=g.r2 A:Ta P=a-b
a a
r b r b 1
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Ejemplo

Determine el area de la siguiente figura.

1m

Solucion:
Descomponiendo la figura en dos regiones, una triangular y otra cuadrada, el area de

la figura puede estimarse como la suma de estas asf:

V2 m
1m
1m 1m
e —
1m
Area triangular: Area cuadrada:
g ba_ M@ 1, Ay=a-b=(1)-(1) =1 m?
2 2 2
Area total:

1
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3.3. Volumen

El volumen se define como una medida que cuantifica la extension tridimensional de una
regién de espacio. El volumen, de acuerdo con su definicion, posee unidades de longitud al
cubo [L3]. A continuacién, para algunos volimnes bdsicos se presentan las expresiones que

permiten estimar su volumen V.

Esféra Cilindro Ortoedro
4 .
V:§-7T7“5 V=x-12-h V=a-b-h

Para prismas rectos, el volumen es igual a el producto del area tranversal del prisma y

la logitud de este. Tanto el cilindro como el ortoedro son ejemplo de lo anterior.

Ejemplo

Calcular la altura de un cilindro que tiene un radio de 2 m y un volumen de 10 m3.
Solucion:

Dado que el volumen de un cilindro estd dado por la expresién V = 7 -72 - h, y que el

volumen V' y el radio r son conocidos, la altura del cilindro es determinada asi:
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Ejercicios

Calcule el area y perimetro de las siguientes figuras:

22 m

2m

1. 2m

Determine:

3. La longitud de los lados de un rectdngulo cuya area es de 25 m? y cuyo lado més

largo es 3 veces el lado mas corto.
4. El perimetro de un cuadrado cuya drea de de 900 m?.
5. El area que hay entre dos circuferencias con radios de 5 m y 2 m, respectivamente.

6. El 4rea transversal de un cilindro cuyo volumen es de 100 m? y cuya longitud es

de 75 m.

7. El volumen de un prisma cuya longitud es de 100 m y tiene la siguiente seccién

transversal:

4m i
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Modulo 4

Trigonometria

4.1. Angulo

Un angulo se define como la figura formada por dos rayos o semirrectas con un mismo
punto de origen. El punto comun de origen es llamado “vértice” mientras que los rayos son

llamados “lados” del angulo. En la siguiente figura se presenta un esquema en donde los

rayos 1@ y B forman el angulo 6, o también ZBAC o ZC'AB, con vértice en el punto A.

C

4.2. Unidades angulares

Para cuantificar la magnitud de un angulo, diferentes medidas o unidades angulares se
han propuesto. Las dos unidades angulares comunmente utilizadas para medir dngulos son
los grados (°) y los radianes (rad). En el sistema de grados se considera que un dngulo
completo, angulo que se genera cuando se da un giro completo, estd dividido en 360 partes
iguales llamadas grados. En el sistema de radianes se considera que un angulo completo
hay 27 unidades llamadas radianes. Dado lo anterior, existe una equivalencia entre grados y

radianes en la que 360° corresponden a 27 rad o también 180° corresponden a 7 rad.
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Los angulos puden ser positivos o negativos. Por convencion, un angulo es positivo cuando
se forma en el sentido contrario a las agujas del reloj. Si un angulo se forma en el sentido de
las agujas del reloj es negativo. En las siguientes figuras se ilustra la anterior convencion en

un plano x—y.

Angulo positivo Angulo negativo

Ejemplo
Convertir 150° a radianes.
Solucion:

Dada la equivalencia entre grados y radianes, 150° son convertidos a radianes asi:

27 rad 5 7 rad 5)
150° - = — 150° - = -
50 ( 260° ) 67r rad o 150 ( 130° ) 67r rad

Ejemplo

6
Convertir =7 rad a grados.
Solucion:

. . : 6 .
Dada la equivalencia entre grados y radianes, gw rad son convertidos a grados asi:

6 360° . 6 180° .
gw rad - (27r rad) = 68.75° o 57? rad - <7r rad) = 68.75
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Ejercicios

Convierta los siguientes dngulos de grados a radianes.

1. 370° 3. 450° 2. 85°
2. 250° 4. =39° 6. —125°

Convierta los siguientes dangulos de radianes a grados.

m 5 10
7. I 5 10
7 9. 37r 11. 3 ™
o 5 30
I 10. -2 12. =
D 0. =57 25

4.3. Relaciones trigonométricas

El cociente de los lados de un triangulo rectangulo, triangulo con un angulo interno de 90°,

con respecto a cualquiera de sus angulos se definen como relaciones o razones trigonométricas.

B

] 0
C b A

Considerando el anterior tridngulo rectangulo, las relaciones trigonométicas seno (sin), coseno

(cos) y tangente (tan) son definidas para el dngulo 6 (ZBAC) as:

sin (4) = %
cos (0) = Z
tan(0) = - .. tan(f) = :)I; EZ))
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donde a es el lado o cateto opuesto al angulo 6, b el lado adyacente al angulo 6, y ¢ el lado

mas grande o hipotenusa del triangulo.

Ejemplo

Determine el valor de todos los lados y angulos del siguiente triangulo rectangulo.

Solucion:
Dado que dos de los lados del triangulo rectangulo son conocidos, los angulos o y (8

son calculados con la relaciéon tangente asi:

2 2
tan () = 3 S a=tan"! (g) = 0.5880 rad = 33.69°
3 (3 o
tan (6) = 5 f = tan 5) = 0.9828 rad = 56.31

Dado que todos los angulos y que dos lados son conocidos, el valor de la hipotenusa

puede ser estimado de cualquiera de las maneras que continuacion se presenta:

sin () = z. c= 2 2 = 2 = 3.61
c sin (o)  sin(0.5880 rad)  sin (33.69°)

cos () = % o7 cosg(oz) ~ cos (0.5280 rad) ~ cos (3?;.690) =301

sin (8) = % o7 sing(ﬂ) = Sin (0.9528 rad) sin(5:25.31°) = 5.0l

cos (8) = % o7 COSQ(ﬁ) ~ cos (0.9;28 rad) ~ cos (526.310) =301
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Ejercicios

Calcule para cada uno de los tridngulos el seno, coseno y tangente del angulo 6.
2 V5
1 2
] 6 ] 0 ] 6
1' f 1 i 3 f 1 i 5
_ 5% ‘
V3
3 6
5 ] 0
2. 4. 2 6.

4.4. Identidades trigonométricas

Las identidades trigonométricas son igualdades en las que las relaciones trigonométricas
estan involucradas y se cumplen para cualquier valor. A continuacion, son presentadas algu-

nas de estas identidades.

Reciprocas:
1 1 1
" oclf) = S = secld) = 5@ = cotl0) = T @
Pitagoricas:
= sin’ (0) + cos? (0) = 1 » 1+ tan? (0) = sec? () » csc? (0) =1+ cot? (0)

Suma y diferencia de angulos:
» sin (o + §) = sin (a) cos (B) + sin (B) cos (@)
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» sin (o — ) = sin («) cos (B) — sin () cos («)
» cos (a+ ) = cos (a) cos () — sin (a) sin (3)
» cos (o — ) = cos () cos (B) + sin («) sin (3)

Angulos dobles:

» sin (260) = 2sin (0) cos (6) = cos(20) =1 — 2sin?(0)
» cos (26) = cos? (§) — sin? ()

2tan (0
= cos (20) = 2cos? () — 1 = tan (26) = ﬁrﬂéﬁ)

Angulos medios:
/1 — cos ( _
L] Sln ( ) ® tan Q — :l: 1C—OS@
2 1+ cos (0)

( ) /1+ cos (0) + cos (
= COS
Ejemplo

Verifique si la siguiente igualdad corresponde a una identidad trgonométrica.

sin (0) sec (0) = tan (6)

Solucion:
Dado que sec (0) = @)’ se sustituye en la expresién y se tiene que
cos
i (6) - o = tan (6)
sin () - = tan
cos (0)
sin (6
como tan (0) = A, entonces
cos (0)

tan (6) = tan (0)

por tanto, la expresion es una identidad trigonométrica.
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Verifique si las siguientes igualdades son identidades trgonométricas.
cos (0)

3. sin? () = cot? ()

1. —cos? () = sin” (§) — tan (6) cot (0)

1

2. 1—cos?(0) = HTtQ(@ + 1 4. csc(0) cos (0) = cot ()

4.5. Ley del seno

La ley del seno establece que la relacién entre los lados de un tridangulo y los senos del

angulo opuesto son equivalentes.

Considerando el anterior triangulo, la ley del seno puede ser escrita asi

sin(a)  sin(f)  sin(y)

a b c

o también como
a b c

sin (o)  sin(8)  sin(y)
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Ejemplo
Determine el valor de todos los lados y dngulos del siguiente triangulo empleando la

ley del seno.

Solucion:
Dado que la suma de los angulos internos de cualquier tridangulo es 180°, y que se dos

de los tres angulos del triangulo son conocidos, el angulo 7 es determinado asi:
7+ 59°+39°=180° . v =180° —59° — 39° = 82°

Dado que se conoce el valor del lado opuesto al dangulo de 39° y que no se conoce
el lado opuesto al angulo de 59°, es decir el lado b, se puede establecer la siguiente
relacion para determinar b asi:

sin (39°)  sin (59°) 4. sin (59°)

: T ) 545
4 b B sin (39°)

Dado que se conoce el valor de los lados opuestos a los angulo de 39° y 59°, y que no se
conoce el lado opuesto al angulo v, es decir el lado ¢, se pueden establecer la siguientes

relaciones para determinar c asi:

sm(39):sm(82) 624'8?11(82):6.29
4 c sin (39°)
sin (59°)  sin (82°) sin (82°)
= : =545 ———= =6.29
5.45 c - sin (59°)
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Ejercicios
Determine el valor de todos los lados y angulos de los siguientes triangulos empleando

la ley del seno.

1();:\\\\\§\\\\y A /[ 80
60° 20° 40° 10°

4.6. Ley del coseno

La ley del coseno establece una relacion entre los lados de un tridngulo y el coseno de su

angulo.

Considerando el anterior tridngulo, la ley del coseno puede ser escrita para cada uno de los

tres angulos. La ley del coseno para el angulo v es

¢ = a* + b* — 2abcos (7)
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para el angulo « es

a? = b* + ¢* — 2bccos ()

y para el angulo [ es

b? = a® + ¢ — 2accos ()

Ejemplo
Determine el valor de todos los lados y dngulos del siguiente triangulo empleando la

ley del coseno.

Solucion:
Dado que se conocen dos lados y el angulo que forman estos dos, el lado opuesto al

angulo conocido se puede determinar como
2= (5)°+(6)* —2(5) (6)cos (80°) = 50.6 .. ¢=+/50.6=7.1

Dado que todos los lados son ahora conocidos, los angulos v y 3 son determinados de
la siguiente manera
P+ —ad?

a? =b*+c*—2bccos (o) = 2bccos(a) =b*+c*—a? = cos(a)= o
c

2, 2 9 2 2 e2
= a = cos ! (b+c—a> S a=cos ! <(6) +(7.1) 0 (%) ) = 43.9°

2bc 2(6) (7.

Como la suma de los angulos internos de cualquier tridngulo es 180° y se conocen dos

de los tres angulos del tridngulo, el angulo v es determinado asi:

v+ 80° +43.9° =180° .. v =180° —80° —43.9° = 56.1°
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Ejercicios

Determine el valor de todos los lados y angulos de los siguientes triangulos empleando

la ley del coseno.

AVANE/AN
/N\//\/\

2, 4. 6.
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